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DIE GRIECHISCHE MATHEMATIK 


Das vorliegende Heft hat den Zweck, den Leser mit den griechi- 
schen Quellen der Mathematik bekannt zu machen. Es ist das 
Eigentümliche in: der Geschichte der Mathematik, daß diese 
. Quellen, für uns keineswegs nur historischen Wert besitzen, in dem 
Sinne, in dem etwa der griechische Arzt Galenos für den Mediziner 
nur historischen Wert besitzt. Vielmehr hat die griechische 
Mathematik ihre Lehrsätze so vorbildlich ausgesprochen und die 
Beweise dieser Lehrsätze so scharf durchgeführt, daß diese Vorzüge 
meist auch heute nicht zu überbieten sind. Ein Euklid, ein Archi- 
medes, ein Apollonios können uns auch’ heute noch Lehrmeister 
sein. 

Das I. Kapitel macht uns mit Euklides, dem Vater der 
"Mathematik bekannt. Er lebte um das Jahr 300 vor Christus in 
Alexandria. Weder sein. Geburtsjahr noch sein Todesjahr sind uns 
bekannt. Sein Hauptwerk führt. den Namen ‚‚Elemente‘“. Es 
besteht aus 13 Büchern. 

Das Il. Kapitel lehrt uns Apollonios kennen. Apollonios 
lebte im dritten. Jahrhundert vor Christus. Er wurde in Pergae in 
Pamphylien geboren. Sein Hauptwerk führt den Namen ‚,‚Kegel- 
schnitte‘‘ und besteht aus 8 Büchern. Apollonios beschränkt 
sich nicht auf den geraden Kreiskegel. Seine Kegelfläche ist der 
geometrische Ort der Verbindungsgeraden aller Punkte einer 
- Kreisperipherie mit einem festen, außerhalb der Ebene des Kreises 
gelegenen Punkte. Er zeigt alsdann, daß der Kegel, wenn er 

schief ist, nicht nur durch die der Grundkreisebene parallelen 
Ebenen, sondern auch durch eine zweite Schar paralleler Ebenen 
in Kreisen geschnitten wird. Er legt alsdann einen beliebigen 
» ebenen Schnitt durch den Kegel. Die Schnittkurve ist ein ‚‚Kegel- 
- schnitt‘‘. Es ist nun weiter klar, daß die schneidende Ebene alle 
zur Grundkreisebene parallelen Ebenen in parallelen Geraden 
schneidet. Diese parallelen Geraden bilden parallele Kurvensehnen. 
Apollonios zeigt nun, daß die Mitten dieser parallelen Sehnen auf 
einer Geraden, die er ‚Achse‘ des Kegelschnitts nennt, gelegen 
- sind. Wir nennen diese Gerade einen ‚Durchmesser‘ des Kegel- 
- schnitts. Die parallelen Sehnen, die durch die ‚‚Achse‘‘ des Kegel- 
 schnitts halbiert werden, nennt er ‚geordnet‘ gezogen. Dem 
Begriffe ‚‚geordnet‘“ entspricht der moderne Ausdruck ‚„‚konjugiert“. 
- Apollonios vermag nun durch geometrische Betrachtung der 
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räumlichen Figur abzuleiten, welche Beziehung zwischen der 

. Länge jeder der parallelen Sehnen und der durch sie auf der ‚‚Achse“ 

abgeschnittenen Strecke besteht. In welcher Weise dies im Falle 

der Parabel geschieht, zeigt der 1. Abschnitt dieses Kapitels: Die 

„geordnet“ gezogenen Geraden entsprechen den Ordinaten, sie 

haben diesen auch den Namen gegeben (ordinate ducta). Von 

dem Abschnitt, der ‚abscissa‘, die die geordnet gezogene Gerade 
auf dem Durchmesser bildet, hat die Abszisse ihren Namen erhalten. 

Ein. Beweis von geistreichem Gepräge ist der Beweis über den 

Extremwert des Winkels, den eine Ellipsentangente mit der Ver- 

bindungslinie ihres Berührungspunktes und des Kurvenmittel- 

punktes bildet.. Betrachtet man von den beiden so gebildeten 

Winkeln den stumpfen, so ist dieser, wie Apollonios zeigt, immer 

kleiner als der Winkel, der gebildet wird von den Verbindungslinien 

des Endpunktes der kleinen Achse mit den Endpunkten der großen 

Achse. Zum Verständnis des Beweises müssen folgende Sätze 

vorausgesetzt werden: 

1. Der Sehnensatz in folgender Form: Schneiden einander zwei 
Sehnen, sind die Abschnitte der einen Sehne a, b,, die der ande- 
ren &3 ba, so ist 

8:20, 85h br, 

. Verbindet man den Mittelpunkt einer Ellipse mit dem Berüh- 
rungspunkt einer Tangente, so halbiert die Verbindungslinie 
jede der Tangente parallele Sehne. 

3. Konstruiert man in einem Ellipsenpunkte die Tangente und 
den Radius (d. h. die Verbindunsslinie mit dem Mittelpunkte), 
so verhält sich das Produkt, gebildet aus der Projektion. der 
Tangente und der des Radius auf die große Achse, zu dem 
Quadrat des projizierenden Lotes wie a? : b?, wenn a und b 
die Halbachsen der Ellipse sind. 

Dieser Satz ergibt sich sofort aus der Tatsache, daß die 
Ellipse die Projektion eines Kreises ist. | 

Das III. Kapitel handelt von Archimedes. Archimedes 

wurde wahrscheinlich im Jahre 287 vor Christus in Syrakus ge- 

boren. Er fand im Jahre 212 v. Chr. bei der Erstürmung seiner 

Vaterstadt durch die Römer unter Marcellus seinen Tod, nachdem 

er seine Wissenschaft als wahrer Patriot in den Dienst des Vater- 

landes gestellt hatte und dadurch den Römern den Belagerungs- 
krieg gegen Syrakus außerordentlich erschwert hatte. Archimedes 
ist ein mathematisches Universalgenie gewesen. Er behandelt 
die Flächenbestimmung der nach ihm benannten Archimedischen 

Spirale, er berechnet den Inhalt von Paraboloiden und Ellipsoiden, 

er ist der Begründer der Hydrostatik und der Mechanik, der 
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Erfinder mechanischer Maschinen, er ist bahnbrechender experi- 
- mentierender Astronom. Von seiner Bedeutung kann im Rahmen 


dieses Heftes keine Vorstellung gegeben werden, da seine Beweise 
stets durch eine sehr lange Kette von Schlüssen gewonnen werden. 
Es wäre zwecklos und reizlos, ein Glied aus dieser Kette heraus- 
zubrechen und vorzuzeigen. So müssen wir uns mit 2 Proben 
bescheiden. 

Der erste Abschnitt zeigt uns das für die Integralrechnung grund- 


 legende, von Archimedes ausgebildete ‚Exhaustionsverfahren‘“. 


Archimedes zeigt, daß ein gewisser Rotationskörper größer ist, als 
ein gewisser aus Kegelstümpfen zusammengesetzter Körper E, 
und kleiner als ein gewisser entsprechender Körper U. Er zeigt 
weiter, daß der Unterschied U-E beliebig klein gemacht werden 
kann. So wird eine Methode gewonnen, um den Inhalt des Kör- 


pers zu berechnen. Dieser Exhaustionsmethode hat sich Archi- 


medes sehr oft bedient. Als im Beginn der Neuzeit die Algebra 


genügend ausgebildet war, bedurfte es nur der Anwendung der 


Algebra auf die Archimedische Exhaustionsmethode, um die 
Integralrechnung zu begründen. 

Der zweite Abschnitt aus Archimedes, das Rinderproblem, stellt 
eine arithmetische Aufgabe. Sie ist nicht vollständig, so, wie sie 
uns überliefert worden ist, zum Abdruck gebracht, 4% es ist 
zweifelhaft, ob der hier fehlende Schluß echt ist. In der von uns 
gebrachten Fassung lassen sich die 8 Unbekannten, nicht voll- 
ständig ausrechnen, es bleibt ein unbestimmter Proportionalitäts- 
faktor k bestehen. Die Lösung sei insoweit angegeben, als die 
Zahl der schwarzen: Stiere 7460514 k, die Zahl der weißen Stiere 


10366482 k ist. 


Das IV. Kapitel handelt von Diophantos. Diophantos 


| lebte wahrscheinlich um die Mitte des dritten Jahrhunderts nach 


‚Christus. Indessen ruht diese Datierung auf sehr unsicheren 


Grundlagen. Vielleicht hat er auch schon vor Christus gelebt. 
Sein Hauptwerk ist die ‚„Arithmetik‘ in 13 Büchern, von denen 
uns 6 erhalten sind. Es ist uns ferner eine Abhandlung über die 
Vieleckszahlen erhalten. Er führt als erster die Rechnung mit 
einer Unbekannten ein. Alle Buchstaben, hatten für die Geraden 
die Bedeutung eindeutig bestimmter Zahlen. Nur der Buchstabe 
war noch frei. Ihn verwendete Diophantos als Unbekannte. 
Er rechnet aus dem Grunde auch nur mit einer Unbekannten. 
Andere Unbekannten bezeichnet er gelegentlich als ‚‚erste, zweite, 
dritte Größe‘. Er geht von der Lösung einer linearen Gleichung 


. mit einer Unbekannten und von der Lösung eines Systems von 
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: 2 linearen Gleichungen mit 2 Unbekannten aus. So löste er z.B. 
die im 1. u. 2. Abschnitt wiedergegebenen Aufgaben 
x+y, x—y seh 
und C. 
b+x 
In den Lösungen solcher Aufgaben ist nur das neu und fruchtbar, 
daß er die eine Unbekannte, wie gesagt, mit einer Buchstaben- 
bezeichnung versieht und von der in früheren Zeiten für notwendig 
gehaltenen geometrischen Gewandung der Aufgabe absieht. Von 
besonderem Interesse und wirklich originalem Wert sind aber 
diejenigen Aufgaben, bei denen die Zahl der Unbekannten die 
Zahl der gegebenen Gleichungen übersteigt. So ist im 3. Ab- 
schnitt die Aufgabe gelöst, eine gegebene Quadratzahl als Summe 
zweier Quadratzahlen darzustellen, wobei unter Quadratzahlen 
die Quadrate rationaler Zahlen verstanden werden. Wenn also a 
eine gegebene rationale Zahl ist, so sind zwei rationale Zahlen 
x und y zu bestimmen, die der Gleichung genügen 
re 
Diophantos führt die eine dieser Unbekannten x als Unbekannte 
ausdrücklich ein. Die zweite Unbekannte setzt er in der Form 
bx — a an, wobei er einen bestimmten Zahlenwert b wählt. So 
ergibt sich die Gleichung 
x? (+ b?°), =2.abx. 
Wir würden hier die Lösung x = 0 anmerken, die für Diophant 
nicht in Frage kommt. Demnach ergibt sich für Diophant als 
einzige Lösung 


SISABh 
ner 
Die beiden Zahlen x und y heißen also 
Bea “saunb2 1) 
we rebp2 ER chen, 


Freilich erscheint das Resultat bei Diophant nicht in dieser Form, 
da er für a den speziellen Wert 4 und für b den speziellen Wert 2 
wählt. Da er indessen bei der Wahl von b ausdrücklich angibt, 
daß dieser Wert beliebig sei, so legen wir Diophant nichts unter, 
was er nicht gedacht hat, wenn wir sagen, daß er die obige allge- 
meine Lösung gefunden habe, zwar nicht in der Form, aber in der 
Angabe des Weges, der zu beschreiten ist. Es erhebt sich die Frage, 
ob Diophant wirklich die allgemeinste Lösung gefunden hat. Wir 
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können diese Frage auf folgende Art beantworten: Lassen wir für 


den Augenblick die Forderung fallen, daß x und y rational sind. - 


Dann muß zu jedem Wert x < a ein Wert y gehören. Ist nun die 
obige Lösung derart, daß jedem Wert x <a ein Wert von y ent- 
spricht ? In der Tat, denn die Gleichung 


Es gehört also zu jedem Wert x <a ein gewisser Wert b, (das 
untere Vorzeichen liefert für b einen Wert, der kleiner ist als 1, 
also für y etwas Negatives), daher auch ein gewisser positiver 
Wertvony. Essind demnach alle rationalen Lösungen der Aufgabe 
in der Diophantischen Lösung enthalten, da zu jedem rationalen x, 
das der Aufgabe genügt, ein, gewisser Wert b gehört. Die behandelte 
Aufgabe liefert, wenn wir sie geometrisch deuten, sämtliche ‚‚py- 
thagoräischen‘ Dreiecke, das heißt, x und y geben die Maßzahlen 
der Seiten aller rechtwinkligen Dreiecke an, sofern diese Maß- 
. zahlen rational sind. 

Der Abschnitt 4 löst die Aufgabe 


2 2 
12 — 
AN ae 


’ 


.wo c gegeben ist und x, y, z als rationale Zahlen gefunden werden 
sollen. Auch hier ergibt sich aus der Anweisung des Diophant 
sofort die allgemeine Lösung. Diophant setzt nämlich 
: y—-x=b, 
wo b eine beliebige rationale Konstante ist. 
Dann ist y4—x2-2bx + b2. 
Infolgedessen ist die Gleichung zu befriedigen 
were 2ibracht 


2:bx + b? 
Es ist also 22 —x?+2bx(ce+1)+b?(e +1). 
Diophant setzt weiter 
P zZ—X =, wo a eine rationale Konstante ist. 


Dann ist Z2—=x? 4 ax a? 
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Es folgt also | 
x? + 23x +2? =x?+2bx(c+1)+b(c+]1) 
2x|a-be+)|=B(et ha 


2 a2—-b2(c+1]) 
he Nein 
EREN 
NEE 
„ble+V@a-b) 
b(e+1l)—a 


Dabei ist also ce gegeben. Für a und b dürfen beliebige rationale 
Werte gewählt werden. Um negative Werte für x, y, z auszu- 
schließen, trifft Diophant die Festsetzung, daß 

a? E a° 
(ce + 1) c 

Die Lösung, die Diophant angibt, ist übrigens in der Tat die 
allgemeinste Lösung. 

Das V. Kapitel gibt Auszüge aus dem Werk des Pappos. Pappos 
von Alexandria lebte im 3. oder 4. Jahrhundert nach Christus. 
Sein Hauptwerk, die „Synagoge“, bestand aus 8 Büchern. Dieses 
Werk ist gewissermaßen eine Enzyklopädie der exakten Wissen- 
schaften. Es enthält neben vielen früher gefundenen Sätzen auch 


sein soll. 


viele Lehrsätze, die Pappos ausdrücklich sich selbst zuschreibt. 


Das Werk enthält nicht nur rein mathematische Lehrsätze, son- 


dern beschäftigt sich auch mit Problemen der Mechanik, z. B. der ' 
Theorie der Zahnräder und Wellräder. Unser erster Abschnitt ° 
macht uns mit dem noch heute so bezeichneten ‚„Lehrsatz des 


Pappos‘“ bekannt, der eine Verallgemeinerung des Pythagoräischen 
Lehrsatzes ist. Der zweite Abschnitt zeigt die Behandlung des 


sogenannten „isoperimetrischen Problems“. Dieses Problem ist 


in unserem Auszuge soweit durchgeführt, daß gezeigt wird, daß 
ein Vieleck, wenn es bei gegebener Seitenzahl und gegebenem 


RN 
| = a 


Umfang einen möglichst großen Inhalt haben soll, gleiche Seiten 


haben muß. Daß es auch gleiche Winkel haben muß, zeigt Pappos 
gleichfalls, doch erstreckt sich, unser Auszug hierauf nicht. 

Das VI. Kapitel ist ein Auszug aus Kleomedes. Kleomedes 
lebte im ersten oder zweiten Jahrhundert nach Christus. Sein 
Werk führt den Namen ‚‚Kreistheorie der Gestirne“. Kleomedes 
ist kein bahnbrechender Geist. Er ist für uns deshalb von Wert, 
weil er die berühmte Methode des Eratosthenes, die Methode 
der Bestimmung des Erdumfangs überliefert. Eratosthenes 


PETE ONEFUE 
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' von Kyrene wurde im Jahre 276 oder 275 vor Christus in Kyrene 


geboren. Er war Vorsteher der Bibliothek in Alexandria. Es 
wird uns berichtet, daß er im Alter von 81 oder 82 Jahren sein 
Leben durch einen freiwilligen Hungertod beendete. Sein Haupt- 


werk, dem er seine Berühmtheit verdankt, das uns aber nicht 


erhalten ist und aus dem Kleomedes vielleicht noch schöpfen, 
konnte, führte den Namen ‚Über die Ausmessung der Erde“. 
Eratosthenes bediente sich bei seiner 

Messung einer Sonnenuhr (Fig. 1). Diese 

besteht aus der Schale einer Halbkugel 

und einem radialen Stift oder Zeiger, 

der auf der gedachten Ebene, die die 

Halbkugel begrenzt, senkrecht steht. Diese 

Ebene liegt wagerecht, die Schale kehrt 

ihre Hohlseite nach oben. Wenn die Fig. 1. 

Sonne kulminiert, so fällt der Schatten 

des Zeigers in die Meridian-Ebene Da Eratosthenes bei seiner 
Gradmessung nur den Augenblick der Kulmination verwendet, so 
genügt zur Betrachtung der Verhältnisse ein Meridianschnitt durch 
die Erdkugel, und zwar, da die Städte Syene und Alexandria, 
in denen die Messungen am gleichen Tage ausgeführt wurden, 


„nach der Annahme des Eratosthenes auf dem gleichen Meridian 


liegen, der Meridianschnitt, auf dem diese beiden Städte liegen. 
Die Fehler, die der Gradmessung des Eratosthenes zugrunde liegen, 
sind folgende: 

l. Syene, das heutige Assuan, liegt nicht, wie Eratosthenes 


_ annimmt, unter dem Wendekreis, sondern unter 24,5° n. Br. 


2. Syene liegt nicht mit Alexandria auf depsoiben Meridian, 
sondern die Meridiane der beiden Städte sind um 3° voneinander 
entfernt. 

3. Die Entfernung Alexandrias von Syene beträgt nicht, wie 
Eratosthenes annimmt, 5000 Stadien (zu je 185 m), sondern nur 
etwa 4550 Stadien. 


EUKLIDES 


}, 
DER ERSTE KONGRUENZSATZ [Eukl. I. $ 4]. 


Wenn in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen zwei Seiten des 
anderen entsprechend gleich sind und wenn die eingeschlossenen 
Winkel gleich sind, so werden auch die dritten Seiten gleich sein, 
die beiden Dreiecke werden gleich sein, und es werden auch die 
übrigen Winkel entsprechend gleich sein. 

Es seien in zwei Dreiecken ABCund DEZ die Seiten AB 


und A € den beiden Seiten DE, DZ gleich, nämlich AB=DE, 


AC=DZ2Z. Es sei femer <BAC = <EDZ. A 
Ich behaupte, daß auch BC =EZ ist, daß 
das Dreieck ABC dem Dreieck DEZ gleich 
ist, und daß auch die übrigen Winkel ent- 
sprechend gleich sind, nämlich x ABC = 
SL D’EZ und: ZAC BED ZE: 

Wenn nämlich das Dreieck ABC auf das 
Dreieck DEZ gelegt wird, und zwar der Punkt 
A auf den Punkt D und die Gerade AB auf die ; n 
Gerade DE, so wird auch der Punkt B auf den Fig, 2, 
Punkt E fallen, weil AB= DE. Wenn aber 


AB auf DE fällt, so wird auch die Gerade AC auf die Gerade 


DZ fallen, da der Winkel BAC gleich dem Winkel EDZ ist. 


Daher wird auch der Punkt C auf den Punkt Z fallen, weil. 


wiederum AC—=DZ ist. Es war aber auch B auf E gefallen. 
Daher fällt BC auf EZ. Wenn nämlich B auf E, C auf Z fällt und 
B C nicht mit EZ zusammenfallen würde, so würden zwei gerade 
Linien eine Fläche einschließen. Dies ist unmöglich. Es fällt also 
BC auf EZ, und diese beiden Strecken sind einander gleich. Daher 
fällt das ganze Dreieck ABC auf das ganze Dreieck DEZ, und 
es ist ihm gleich, und auch die übrigen Winkel werden entsprechend 
auf einander fallen und gleich sein, nämlich <ABC = x DEZ 
und X<ACB=<&DZE. 


Wenn also in zwei Dreiecken zwei Seiten des einen zwei Seiten 


des anderen entsprechend gleich sind, und wenn die eingeschlossenen 


Winkel gleich sind, so werden auch die dritten Seiten gleich sein, 
die beiden Dreiecke werden gleich sein, und es werden auch die 
übrigen Winkel entsprechend gleich sein, was zu beweisen war 
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2. 


KONSTRUKTION EINES DREIECKS AUS 3 SEITEN [EUKL, 
I. 8 22]. 


Aus drei Seiten, welche drei gegebenen Strecken gleich. sind, 
ist ein Dreieck zu konstruieren. Dabei soll die Summe irgend 
zweier der gegebenen Strecken größer sein als die dritte. 

Es sind die drei Strecken A, B, Ü gegeben. Es sei die Summe 


irgend zweier dieser Strecken — ——_ı 
B 


größer als. die dritte;>-es sei ___ 
asoA+B>C, A+C>B, 
B+C>A. Gefordert wird, 
ein Dreieck zu konstruieren, 
dessen Seiten die Länge A, B 
und C haben. 

Es sei DE eine Gerade, die 
in D begrenzt, nach E hin da- 
gegen unbegrenzt ist. Es sei Fie. 3. 

PRZSA, AL ZB, HRG 

gemacht. Um den Mittelpunkt Z werde mit dem Radius ZD der 
Kreis DKL beschrieben. Um H werde mit dem Radius HF der 
Kreis KLF beschrieben. Es werden die Verbindungsgeraden 
KZ und ZH gezogen. ° Ich behaupte, daß das Dreieck KZH 

Seiten besitzt, die die Länge der Strecken ABU haben. 

Da nämlich Z der Mittelpunkt des Kreises DK List, soistZD = 
ZK. Es war aber ZD=A. Also isst KZ =A. Weiter ist, da 
H der Mittelpunkt des Kreises LKFist, HF =HK. Es ist aber 
HF=0C. Demnach ist ZH =B. Die drei Seiten DZ, ZH, 
HK sind also den drei Strecken A, B, C gleich. 

Es ist also aus den drei Seiten DZ, ZH, HK, welche den drei - 
gegebenen Strecken gleich sind, das Dreieck KZH konstruiert 
worden. Dies aber forderte die Aufgabe. 


3. 
DER LEHRSATZ DES PYTHAGORAS [EUKL. IT. $ 47]. 


Im rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat über der Hypotenuse 
gleich der Summe der Quadrate über den Katheten. 

Es sei ABC ein rechtwinkliges Dreieck, der Winkel BAC sei 
_ ein Rechter. Ich behaupte, daß das Quadrat über BC gleich ist 
der Summe der Quadrate über den Seiten AB und AC. 
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Es möge über BC das Quadrat BDEC beschrieben werden, 
über BA das Quadrat H B, über AC das Quadrat FC. Durch A 
werde zu einer der Geraden B D oder CE die Parallele A L gezogen. 
Es möge ferner AD und ZC gezogen werden. Da nun jeder der 
Winkel BAC und BAH ein ö 
Rechter ist, beide Winkel den ge- 
meinsamen Schenkel AB und den 
"gemeinsamen Scheitel A haben, 
die Schenkel AC und AH ferner 
nach verschiedener Seite gehen, 
so ist der Winkel AHC gleich 
zwei Rechten, und H, A,C liegen 
ineinerGeraden. Ausdem gleichen 
Grunde liegen auch die Punkte 
B, A, F in einer Geraden. Da 
nun der Winkel DBC gleich dem 
Winkel ZBA ist — denn jeder 
ist ein Rechter —, so folgt, wenn 
man zu jedem dieser Winkel den 
Winkel ABC hinzufügt, daß Ä 
der Winkel DBA gleich dem Fig. 4. 

WinkelZ BC ist. Da weiter DB = 

BC, ZB =BA, so sind also die beiden Seiten D B, B A den beiden 
Seiten Z B, BC entsprechend gleich. Es ist aber auch der Winkel 
DBA gleich dem Winkel ZBC. Daher ist auch AD=ZC, 
und es ist das Dreieck AB D dem Dreieck Z BC kongruent. Vom 
Dreieck ABD ist aber das Rechteck BL das Doppelte. Denn 
das Dreieck und das Rechteck haben die gleiche Grundlinie BD 
und liegen zwischen denselben Parallelen BD und AL. Vom 
Dreieck ZBC ist aber das Quadrat H B das Doppelte. Denn das 
Dreieck und das Quadrat haben die gleiche Grundlinie ZB und liegen 
zwischen denselben Parallelen ZB und HC. Das Doppelte von 
Gleichem ist aber gleich. Es ist also das Rechteck BL so groß 
wie das Quadrat HB. In gleicher Weise wird dadurch, daß man 
die Hilfslinie AE und BK zieht, bewiesen werden, daß auch das 
Rechteck CL dem Quadrat FC flächengleich ist. Demnach ist 
die ganze Fläche des Quadrats BDEC so groß wie die Summe 
der Quadrate HB und FC. Es ist aber das Quadrat BDEC 
das über der Seite BC beschriebene Quadrat, die Quadrate HB 
und FC sind die über den Seiten B A und C A beschriebenen Qua- 
drate. Es ist also das Quadrat über der Seite BC so groß wie 
die Summe der Quadrate über den Seiten BA und AC. 

Im rechtwinkligen, Dreieck ist also das Quadrat über der Hypo- 


£ 


# 
x 
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tenuse gleich der Summe der Quadrate über den Katheten, was 
zu beweisen war. 


"VERWANDLUNG EINES VIERECKS IN EIN QUADRAT 


[EUKL. II. $ 1a]. 


Ein Quadrat zu konstruieren, das einem gegebenen Viereck ° , 
flächengleich ist. | TH 
Es sei ein Viereck A gegeben. Es wird gefordert, ein Quadrat 
zu konstruieren, das dem Viereck A flächengleich ist. #e 
Es werde ein Rechteck BD konstruiert, das dem Viereck A 


| | tlächengleich ist. Wenn nun BE =ED eein sollte, so ist die Auf- 
gabe gelöst. Denn dann ist ein Quadrat 


BD konstruiert worden, das dem Vier- 
eck A flächengleich ist. Wenn aber BE 
nicht gleich ED ist, so ist eine dieser 
beiden Seiten größer als die andere. Es 
sei BE>ED. Es werde dann BE bis 

Z verlängert, so ddß EZ = ED ist. Es 
werde BZ in H halbiert und um H mit 
dem Radius HB = HZ der Halbkreis 
BFZ konstruiert. DE werde bis F ver- B 
längert, und es werde H mit F ver- 
bunden. C 

Da nun BZ einerseits durch H in Fig. 5. 

zwei gleiche Teile, andererseits durch E 

in zwei ungleiche Teile geteilt wird, so ist das Rechteck aus 
den Seiten BE und EZ, vermehrt um das Quadrat über der 
Strecke EH, so groß wie das Quadrat über HZ. Es ist aber 


 HZ=HF. Es ist also das Rechteck aus den Seiten BE und 


EZ, vermehrt um das Quadrat über der Strecke EH, so groß 
wie das Quadrat über HF. Das Quadrat über H F ist aber gleich 
der Summe der Quadrate über den Strecken HE und EF. Es 


g. ist also das Rechteck aus den Seiten BE und EZ, vermehrt um 


das Quadrat über der Strecke EH, so groß wie die Summe der 


= Quadrate über den Strecken HE und EF. Beiderseits möge das 


Quadrat über der Strecke HE in Abzug gebracht werden. Dann 


ergibt sich, daß das Rechteck aus den Seiten BE und EZ so groß 
ist wie das Quadrat über E F, Aber das Rechteck aus BE und 
EZ ist das Rechteck BD, denn esist EZ =ED. Es ist also das 


- Rechteck BD gleich dem Quadrat über FE. Es war aber das 


Rechteck BD dem Viereck A flächengleich. Es ist also auch das 


Viereck A dem über AF beschriebenen Quadrat flächengleich. 
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Es ist also ein Quadrat konstruiert worden, das dem gegebenen 
Viereck A flächengleich ist. Dies war die Forderung der Auf- 
gabe. 


9. 
KONSTRUKTION DES WINKELS #R [EUKL. IV. $ 10]. 


Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren, dessen Basis- 
winkel doppelt so groß sind wie der Winkel an der Spitze. 

Es ist eine Strecke AB gezeichnet. Sie werde in C so geteilt, 
daß das Rechteck aus AB und BC gleich ist dem Quadrat über 
AC. Um A werde mit dem Radius AB der 
Kreis BDE beschrieben. Ihm werde die 
Sehne BD=AC, die nicht größer ist als 
der Durchmesser des Kreises BDE, einge- 
paßt. Es möge D mit A und C verbunden 
werden. Es werde dem Dreieck ACD der 
Kreis AU D umbeschrieben. 

Da nun das Rechteck aus AB BC 
gleich ist dem Quadrat über A C, andrerseits Fig. 6. 
AC=BDist, so ist das Rechteck aus AB 
und BC gleich dem Quadrat über BD. Da nun aber der Punkt 
B außerhalb des Kreises ACD liegt, da weiter von B aus zwei 
Geraden B.A und BD ausgehen, deren eine den Kreis schneidet 
und deren andere mit dem Kreis den Punkt D gemeinsam hat, 
und da das Rechteck aus AB und BC gleich ist dem Quadrat 
über BD, so ist BD Tangente des Kreises ACD. Da nun BD 
Tangente ist, DC Sehne, so ist der Winkel BDC gleich dem Peri- 
pheriewinkel im abgewandten Kreisabschnitt DAC. Da nun 
ıXBDC=<XDAG, so ergibt sich, wenn beiderseits der Winkel 
CDA hinzugefügt wird, daß der Winkel BDA so groß ist wie 
die Summe der WinkelO DA und DAC., Aber der WinkelBCD 
ist als Außenwinkel so groß wie die Summe der WinkelODA und 
DAC. Also ist der Winkel BDA gleich dem Winkel BCD. Es 
ist aber der Winkel BDA gleich dem Winkel CBD, dajaAC = 
ABist. Daher st <DBA=&ıBCD. Es sind also die drei 
WinkelBDA,DBA, BCDeinander gleich. Danun <DBC= 
{X BCD,seistBD=DC. Es war aber BD gleich C A gemacht 
worden. Also ist CA=CD. Daher ist <CDA=<ı:DAC. 
Es ist also die Summe der Winkel CDA und DAC doppelt so. 
sroß wie der Winkel DAC. Es ist aber der Winkel BCD gleich 
der‘ Summe der Winkel CDA und DAC. Somit ist der Winkel 
BCD doppelt so groß wie der Winkel OA D. Weiter ist aber der 
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Winkel BCD gleich jedem der beiden Winkel BDA und DBA. 
Es ist also jeder der beiden Winkel BDA und DBA doppelt 
so groß wie der Winkel DAB. 

Es ist also ein gleichschenkliges Dreieck ABD konsfadiert 
worden, dessen Basiswinkel doppelt so groß sind wie der ‘Winkel 
an der Spitze. Dies war die Forderung der Aufgabe. 


6. 
DER EUKLIDISCHE ALGORITHMUS [EUKL. VI. $1, 2]. 


Es seien zwei ungleiche Zahlen gegeben. Sie mögen die Eigen- 
schaft haben, daß, wenn man die kleinere Zahl von der größeren 
so oft wie möglich abzieht, die größere Zahl durch den Rest er- 
setzt und dies Verfahren fortsetzt, niemals der Rest ein Teiler der 
Zahl ist, von, welcher er geblieben, ist, bis als Rest die Einheit 
übrigbleibt. Dann sind die gegebenen ungleichen Zahlen teiler- 
fremd. 

Es seien nämlich zwei ungleiche Zahlen A B und CD gegeben. 
Wenn man immer die kleinere von der größeren abzieht, so möge 
niemals der Rest ein Teiler der Zahl sein, von welcher » 
er geblieben ist, bis als Rest die Einheit übrigbleibt. ' 

Ich behaupte, daß dann AB und C D teilerfremd sind, 
d. h. daß nur die Einheit ein gemeinsamer Teiler der H 
‚beiden Zahlen AB und CD ist. 

Wenn nämlich AB und CD nicht teilerfremd sind, 
so wird ein gemeinsamer Teiler vorhanden sein. Er ; 
sei EE Wenn man alsdann CD von AB so oft wie 
möglich abzieht, so bleibe endlich AZ <CD übrig. 
Das größte Vielfache von AZ, das in CD aufgeht, sei DH, und 
es bleibe HC < AZ übrig. Das größte Vielfache von HC, das 
in AZ aufgeht, sei ZF, und es bleibe AF=1 übrig. 

Da nun E ein Teiler von CD ist, CD aber ein Teiler von BZ ist, 
so ist also E auch ein Teiler von BZ. Esist aber E auch ein Teiler 
von BA. Also muß E auch ein Teiler sein von BA_BZ-.AZ. Es 
ist nun AZ ein Teiler von DH, aber auch ein Teiler von D C, 
also auch ein Teiler vn DU—DH =CH. Esist aber CH ein 
Teiler von ZF. Es war aber auch E ein Teiler yon AZ. Also ist 
E auch ein Teiler vn AZ—- ZF=AF =]. Dies ist aber un- 
möglich. Es gibt also keinen gemeinsamen Teiler von AB und 
CD. Es sind also AB und CD teilerfremde Zahlen, was zu be- 
weisen war. 


m 
[$} 
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Es ist der größte gemeinsame Teiler zweier Zahlen zu finden, 
die zu einander nicht teilerfremd sind. J 

Es seien AB und CD zwei Zahlen, die zu einander nicht teiler- 
fremd sind. Es wird gefordert, den größten gemeinsamen Teiler _ 
der beiden Zahlen AB und CD zu finden. | 
‚Wenn die ZahlCD ein Teiler von A Bist, so ist, da ja CD ein Teiler 
auch von sich selbst ist, CD ein gemeinsamer Teiler von CD und AB. 
Es-ist aber auch klar, daß C D der größte gemeinsame Teiler ist. 
Denn keine Zahl, die größer alsC Dist, kann ein Teiler von CD sein. 

Wenn nun CD kein Teiler von A B ist, so ziehe man die kleinere 
von der größeren so oft wie möglich ab, ersetze die größere Zahl 
durch den Rest, den sie läßt, und verfahre mit dem 
Rest und der Zahl A Bin dieser Weise weiter. Dann & 
wird schließlich ein Rest übrigbleiben, der ein Teiler 
der Zahl ist, für welche er gesetzt ist. Die Zahl 1 aber 
wird nicht als Rest verbleiben; denn sonst wären ja E 
die Zahlen A Bund C Dtteilerfremd, was gegen die Vor- 
aussetzung verstößt. Es wird also ein Rest übrig- 
bleiben, der ein Teiler der Zahl ist, für welche er ge- 
setzt ist. 

Das größte Vielfache von OD, das in AB aufgeht, sei 
BE. Es bleibtalsovon ABalsRest AE<CDübrig. Trägtman AE 
so oft wie möglich auf CD ab, ZD, so bleibe als Rest 0Z> EA, 
CZ aber sei ein Teiler von AE. Da nun CZ ein Teiler von AE, 
AE.aber ein Teiler von DZ ist, so ist also CZ ein Teiler von DZ. 
CZ ist aber auch ein Teiler von sich selbst,. also ist CZ auch ein 
Teiler der ganzen Strecke CD. CD ist aber ein Teiler von BE. 
Es ist also CZ auch ein Teiler von BE. Es war CZ aber auch ein 
Teiler von AE. Also ist CZ auch ein Teiler der ganzen Strecke 
AB. Esist CZ aber auch ein Teiler von CD. CZ ist demnach 
ein gemeinsamer Teiler von AB und CD. Ich behaupte aber 
weiter, daß CZ der größte gemeinsame Teiler von AB und CD 
ist. Wenn nämlich CZ nicht der größte gemeinsame Teiler von 
ADB und CD wäre, so wäre eine gewisse Zahl H, die größer ist 
als CZ, ein gemeinsamer Teiler von ABund CD. Da nun H ein 
Teiler von CD ist, C D aber ein Teiler von BE, so wäre Hauchein 
Teiler von BE. Esist H aber auch ein Teiler von BA, also auch 
ein Teiler vn BA-BE=AE. AE aber ist ein Teiler von 
DZ. Also ist auch H ein Teiler von DZ. Es ist aber auch H ein 
Teiler von DC, also auch ein Teiler von DC- DZ =CZ Es 
wäre also H ein Teiler einer kleineren Zahl. Dies ist unmöglich. 
Es gibt also keinen größeren gemeinsamen Teiler von AB und CD 
als ÖOZ. CZ ist also der größte gemeinsame Teiler von ABundCD. 


8 D 
Fig. 8. 
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DIE GLEICHUNG DER PARABEL 
[Apollonios, Kegelschnitte 1. $ 11]. 


Es werde ein Kegel durch eine axiale Ebene geschnitten (1), 
außerdem durch eine zweite (2), die die Grundfläche des Kegels 
in einer Geraden schneidet, die senkrecht stehe auf der Grund- 
linie des durch die erste Ebene erzeugten axialen Dreiecks. Es 
sei ferner der Durchmesser des Kegelschnitts der einen Seite des 
axialen Dreiecks parallel. Dann wird das Quadrat jeder von einem 
Punkt des Kegelschnitts bis zum Durchmesser 
gezogenen Parallelen zu der Geraden, in welcher 
die schneidende Ebene (2) die Grundebene 
schneidet, gleich sein einem Rechteck, dessen - 

eine Seite gleich der durch diese Parallele 
vom Durchmesser abgeschnittenen Strecke ist, 
und dessen andere Seite eine konstante Strecke 

 q ist, wobei q dadurch bestimmt ist, daß es 
sich zu der Entfernung zwischen der Spitze 
des Kegels und dem Scheitel des Kegelschnitts 
verhält, wie das Quadrat über der Basis des Grundkreises zum 
Rechteck, das aus den beiden anderen, Seiten des Achsendreiecks 
gebildet ist. Ein solcher Kegelschnitt werde eine Parabel genannt. 

A sei die Spitze eines Kegels, BC der Grundkreis. Ein axialer 
Schnitt erzeuge das Dreieck ABC. Der Kegel werde ferner durch 
eine Ebene geschnitten, welche die Grundebene in der auf BC 
senkrechten Geraden DE schneide. Diese Ebene erzeuge den 
Kegelschnitt DZE. Der Durchmesser des Kegelschnitts ZH 
sei der einen Seite A C des axialen Dreiecks parallel. Von Z aus 

. werde die Strecke Z F gezogen, deren Länge bestimmt sei durch 
die Proportion 


BUSH BA IAG = ZEN ZA, 
Es werde ein beliebiger Punkt K auf dem Kegelschnitt gewählt, 
. und es werde durch K, KL parallel zu DE gezogen. Ich behaupte, 
daß 
KLIZREZYZLARt,; 
Es werde nämlich durch L die Gerade MN parallel zu BC ge- 
zogen. Esist aber auch KL parallel zu DE. Esist also die durch 
3 
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KL und MN gelegte Ebene parallel der durch BCund DE ge- 
legten Ebene, das heißt also der Ebene des Grundkreises. Es ist. 
also der durch KL und MN gelegte Schnitt ein Kreis mit dem 
Durchmesser MN. MN aber steht senkrecht auf KL, da auch 
DE auf BC senkrecht steht. Es ist demnach 
ML.-LN=KI? Da nun weiter 
B@®:BA-AGCG=ZEHZA ist und 
B!C# BAT AO ZUIB Er EAREB OI BEA TV ZEDEIER 
ZE:ZA=(BC:!CA) (BC:BA). Weiter ist 
BC EA =EMN MN AM ERS LZFUNd 
BEYBA=MN: MA SS MEIN FENG S ZEN 
Daher ist ZF:ZA=(ML:LZ) (NL:ZA) oder 
ZF:ZA=ML.:NL:LZ-ZA. Andrerseits ist 
AFYZA=ZIAZLT ZA, ZL SAlko IS 
ML-NL:LZ.-ZA=ZZF-ZLI ZA» ZE BE ist 
also ML-'-NL=ZF-ZL. Andrerseits war 
ML'NL=KL? Also ist 
RJRr=2H% ZZ 
Es soll nun ein solcher Kegelschnitt eine Parabel genannt werden: Ä 
Die Streeke Z F aber soll Parameter genannt werden. 


2, 


EINEN KEGEL UND EINE IHN SCHNEIDENDE EBENE ZU 

KONSTRUIEREN, SO DASS DER ENTSTEHENDE SCHNITT 

EINE GEGEBENE PARABEL IST [APOLLONIOS, KEGEL- 
SCHNITTE 1. $ 52]. 


Wenn in einer Ebene eine durch einen Punkt begrenzte Gerade 
gegeben ist, so soll in dieser Ebene eine Parabel konstruiert werden, 
deren Durchmesser diese Gerade ist und die die Eigenschaft hat, 
daß das Quadrat jeder Strecke, die von 
einem Parabelpunkt unter einem ge- 
wissen Winkel gegen den Durchmesser 
zu diesem gezogen wird, gleich ist einem 
Rechteck, gebildet aus der auf diesem 
Durchmesser abgeschnittenen Strecke F 
und einer gegebenen Strecke. 

Es sei die von dem Punkte A be- 
srenzte Gerade A B der Lage nach gegeben, ferner die Strecke CD. 
Der gegebene Winkel sei zunächst ein Rechter. Es handelt sich 
also darum, eine Parabel zu finden, deren Durchmesser AB, 
deren Scheitel A, deren Parameter CD ist, und deren geordnet 


Fig. 10. 
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gezogene Geraden auf dem Durchmesser senkrecht stehen, so 
daß also AB die Achse der Parabel ist. 

Es möge AB über A hinaus bis E verlängert werden. CH sei 
ein Viertel von CD, EA sei größer als CH und F sei die mittlere 
Proportionale von CD und EA. Es ist also 

GDESE AR? EB A2TUnd 
CD<4EA. 
Daher ist auch F? < 4 EA?, also 
Er >92. BA oder 
2 EA >E. 

Es ist also möglich, aus den Seiten EA, EA und F ein Dreieck 
zu konstruieren. Es sei das Dreieck EAZ ein solches, und zwar 
sei EZ=Fund AZ =EA, und es stehe die Ebene des Dreiecks 
E AZ senkrecht auf der gegebenen Ebene. Es werde AK zu EZ 
und ZK zu EA parallel gezogen. Es werde ein Kegel mit der 
Spitze Z und einem auf der Ebene A Z K senkrechten, Grund- 
kreis vom Durchmesser AK konstruiert. Es ist dies ein gerader 
Kegel; denn AZ und ZK sind gleich. Es werde dieser Kegel 
durch eine zum Kreise AK parallele Ebene geschnitten. Die 
Schnittkurve sei der Kreis MNX. Es ist klar, daß die Ebene 
dieses Kreises auf der Ebene MZN senkrecht steht. Es sei die 
Schnittgerade der Kreisebene und der Ebene MZN die Gerade 
MN. MN istein Durchmesser des Kreises MN X. Die Schnitt- 


. gerade der gegebenen Ebene mit der Ebene des Kreises MN X 


seiX_L. Da nun der Kreis MN X auf der gegebenen Ebene senk- 
recht steht, ebenso aber auch auf der Ebene MZN, so steht X L 
auf der Ebene M ZN oder KZA senkrecht. Daher steht X L auch 
senkrecht auf jeder durch B gehenden, in der Ebene MZN gele- 
genen Geraden, daher auch auf AB und auf MN. Demnach ist 


also ein Kegel gegeben, dessen Grundfläche der Kreis MNX, 


dessen Spitze der Punkt Z ist. Er wird geschnitten durch eine zur 
Ebene des Dreiecks MZN senkrechte Ebene. Die Schnittebene 
ist der Kreis MN X. Der Kegel wird aber auch durch eine zweite 
Ebene geschnitten, nämlich die gegebene, welche die Grundfläche 


des Kegels in der auf MN senkrechten Geraden X L schneidet, 


wobei MN der Schnitt der Kreisebene MN X mit der Ebene des 
Dreiecks MZN ist. Die Schnittgerade aber der gegebenen Ebene 
mit der Ebene des Dreiecks MZN, die Gerade AB, ist parallel 


- der Seitenlinie des Kegels ZK M. Daher ist der Schnitt der gege- 


benen Ebene mit dem Kegel eine Parabel, deren Durchmesser A B 
ist. Die aber zu AB geordnet gezogenen Geraden sind zu AB 


senkrecht; denn sie sind der auf AB senkrechten Geraden XL 
parallele. Danuın CD:F=F:EA ist, ferner 
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EA=AZ=ZK und 
FeBZ—=AR 08 

„CD:AK=AK:AZ. Hieraus ’folgt 
CD:AZ=ARK?:AZ? oder auch 
U DTAZ=AKFTAZZ.R 


Es ist also C D der Parameter der Parabel. Denn dies ist früher 
bewiesen worden. 


3. 


EINE MAXIMALAUFGABE ÜBER DIE ELLIPSE 
[Apollonios, Kegelschnitte II. $ 52]. 


Der Winkel, den eine Ellipsentangente mit der Verbindungs- 
linie ihres Berührungspunktes und des Mittelpunktes der Ellipse 
bildet, ist nicht kleiner als der Nebenwinkel des Winkels, der ent- 
steht, wenn man den Endpunkt der klei- a 
nen Achse der Ellipse mit den Endpunkten 
der großen Achse verbindet. 

Es sei eine Ellipse mit den Achsen AB ; 
und CD gegeben. Der Mittelpunkt der 
Ellipse sei E.. AB sei die große Achse. 
H ZA sei eine Ellipsentangente. Es seien 
die Verbindungslinien AC, CB, ZE ge- 
zogen. BC werde bis L verlängert. Ich behaupte, daß der Winkel 
LZE nicht kleiner ist als der Winkel LCA. 

ZE und LB sind entweder parallel oder nicht. 

Die Geraden ZE und LB seien zunächst parallel. Esist AE = 
CB. Es ist also auch AF =FC. | | 
ZE ist ein Durchmesser. Also 
ist die Tangente in ZparallelAC. 
Es ist aber auchZ E parallelLB. 
Also ist ZFCL ein Parallelo- 
gramm. Deswegen ist derWinkel 
LZF gleich dem Winkel LCF. 

Und da sowohl AE als auch 
BE größer ist als CE, so ist 
der Winkel ACB stumpf. Also Fig. 12. 

‘ ist der Winkel LCA spitz. Da- 
her ist auch der Winkel LZE spitz und somit der Winkel 
HZE stumpf. 

Es sei nunmehr nicht EZ parallel LB. Es werde das Lot ZK 

gefällt. Es ist also der Winkel LBE nicht gleich dem Winkel 


Pig. 11. 
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ZEA. Der rechte Winkel bei E ist dem Winkel bei K gleich. Es 
verhält sich also nicht BE? zuEC? wieEK?zu KZ?. Aber es ist 
BE:E0C2=AE-EB:E(C =a?R :b3, 

wobei a und b die Halbachsen der Ellipse bedeuten. 

Außerdem ist HK. KE:KZ2=EK?:KZ, und daher sind 
HK und KE verschieden. Es werde nun ein Kreissegment 
MYN gezeichnet, das den, stumpfen Winkel 
ACBals Peripheriewinkel faßt. Das Kreis- 
segment ist also kleiner als der zugehörige 
Halbkreis. Es werde nun auf NM der 
Punkt @ so gewählt, daß h 

IIITSAKEH EN: 0. Z0-M 

ist. In @ werde das Lot Y Q X errichtet. 

Es seien nun die Verbindungslinien N Y, 

YM gezogen. Es werde MN in T halbiert 

und in N das Lot OTR errichtet. Dies A 

Lot ist also ein Durchmesser. Es sei P der Fig. 13. 

Mittelpunkt des Kreises. In P werde das Lot 

P S errichtet. Es werde O mit N und M verbunden. Da nun der 

WinkelMON gleich dem Winkel ACB ist, da weiter sowohl A B 

in E als auch M Nin T halbiert ist, da ferner die Winkel bei Eund T 

Rechte sind, so sind die Dreiecke OT N und BE Ceinander ähnlich. 

Es ist also . 
1EN2..,7/02,=B.E% EC? 

Da nun DRS Q-und BR O9. > 8%. Ist, so ist also 
BORD NEDQ 
POPOZPTI<ZSYlSY SO) 

RB 0 A NER TR 

ISO SOLID NEE NG 
(BITFZOTESOFEFRVET5T: 0): 0 
1 1 BE Dr IM EEE A ET ER A} 

Es ist abee RT:OT=[TN?:T O:2 [Höhensatz], 

also BABEO-F—ZBIFLEUF =aR bh? Aoder 
| UFER ERIK 7, 

Also ist IRRE RZ ER QFY Q, "oder 
HK-KE:KZ2<NQ-QM:Y 0? [Sehnensatz]. 

Wenn man auf der Geraden X Y den Punkt V so wählt, daß 

TER RI RZ ZEN 9 20:M: 2 V-Q2 ist, 

so ist VQa<YR. 

Danun HK:KE=NQ:gQM ist, da weiter KZauf AB und 
@QV auf NM senkrecht steht, und da 

HK-KE:KZ2=NQ:QM:V Q? 
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ist, so ist der Winkel HZE gleich dem Winkel N VM. Es ist also 
der Winkel MY N, der doch gleich dem Winkel A C Bist, größer 
als der Winkel HZ rn Der Winkel HZE ist also auch größer als. 
der Winkel LCE. 

Es ist also der Winkel LZF nicht a, als der Winkel LC Fo 
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EXHAUSTIONSVERFAHREN [PARABOLOIDE UND EL- 
LIPSOIDE, KAP. 19]. 


Wenn ein Segment eines Paraboloids oder Hyperpoloids oder 
ein Segment eines Ellipsoids, das nicht größer ist als die Hälfte 
des Ellipsoids, durch eine zur 
Achse senkrechte Ebene begrenzt 
wird, so ist es möglich, einen 
aus Zylindern von gleicher Höhe 
zusammengesetzten Körper ein- 
zubeschreiben und einen solchen ee 
umzubeschreiben derart, daß die a 
Differenz der um- und eingeschriebenen Figur kleiner ist als eine 
vorgeschriebene Größe. 

Es sei ein Segment ABC gegeben. Wenn dies Segment durch 
eine axiale Ebene geschnitten wird, so entsteht der Kegelschnitt 
ABC. Die Grundebene des Segments schneide die axiale Ebene 
in der Geraden AC. BD sei die Achse des Segments und die 
Achse des Kegelschnitts. Da nun vorausgesetzt ist, daß die Grund- 
fläche des Segments zur Achse senkrecht ist, so ist sie ein Kreis 
mit dem Durchmesser AC. Über diesem Kreis sei ein Zylinder 
konstruiert von der Achse BD. Die Oberfläche dieses Zylinders 


fällt außerhalb des Segments, da es sich um das Segment eines 


Hyperboloids, Paraboloids oder eines Ellipsoids handelt, das kleiner 
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ist als das halbe Ellipsoid. Dieser Zylinder werde wiederholt durch 
zur Achse senkrechte Ebenen halbiert, bis der endlich entstehende 
Bruchteil des Zylinders kleiner ist als die vorgeschriebene Größe. 
Ein solcher Bruchteil des Zylinders sei der Zylinder von der Höhe 
DE. Es werde nun DE von B aus auf der Achse des Segments 
wiederholt abgetragen, so daß die Punkte P, O,R, X gewonnen 
werden. Durch diese Punkte mögen Parallelen zu AC gezogen 
werden, und durch diese Parallelen mögen Ebenen gelegt werden, 
die auf der Achse senkrecht stehen. Die Schnitte dieser Ebenen 
sind Kreise, deren Mittelpunkte auf BD liegen. Über jedem dieser 
Kreise mögen zwei Zylinder von der Höhe DE konstruiert werden, 
der eine nach der Seite von B, der andere nach der Seite von D. 
Aus denjenigen Zylindern, die nach der einen Seite von D errichtet 
sind, entsteht eine dem Segment einbeschriebene, aus denjenigen 
Zylindern, die nach der Seite von B errichtet sind, entsteht eine 


dem Segment umbeschriebene Figur. Es bleibt also zu beweisen, 


daß die Differenz dieser beiden Figuren kleiner ist als die vorge- 
schriebene Größe. Betrachtet man die Zylinder in der Reihen- 
folge von B aus, so ist jeder Zylinder der umbeschriebenen Figur 
gleich dem nächsten Zylinder der einbeschriebenen Figur, also 
z. B. der Zylinder F J gleich dem Zylinder FH, der Zylinder KM 
gleich dem Zylinder KL usw. Es ist also klar, daß die Summe 
der umgeschriebenen Zylinder die Summe der eingeschriebenen 
Zylinder um den Zylinder vom Grundkreise AC und der Höhe 
D E übertrifft. Dieser Zylinder ist aber kleiner als die vorgeschrie- 
bene Größe. 


2 
DAS RINDERPROBLEM. 


Finde, o Freund, die Zahl der Rinder des Gottes der Sonne! 
Wende die Sorgfalt an, die Mathematikern ziemet! 

Wieviel Rinder weideten einst auf den Auen Siziliens, 

wenn ich Dir sage, daß vier an Farbe verschiedene Herden 
dort erfreuten den Gott, die eine an Farbe der Milch gleich, 
andern glänzte die Haut in schwärzlich-bläulichem Schimmer. 
Gelb war die dritte und scheckig die vierte. In jeder der Herden 
überragten die Stiere an Zahl die Menge der Kühe. 

Dies aber war das Verhältnis! Zählst Du ein Drittel 


_ und die Hälfte der schwarzen Stiere und alle gelben 


PTR: | 


Stiere hinzu, so weißt Du die Zahl der weißlichen- Stiere, 
Zählst Du hingegen ein Viertel und überdies noch ein Fünftel 
aller Stiere von scheckiger Farbe und fügest die gelben 
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Stiere hinzu, so weißt Du die Zahl der schwärzlichen Stiere. 

Zählst Du dagegen ein Sechstel und überdies noch ein Siebtel’ 

aller Stiere von weißlicher Farbe und fügst die gelben 

Stiere hinzu, so weißt Du die Zahl der scheckigen Stiere. 

Höre nun etwas über die Kühe! Die Zahl der weißen erhältst Du, 

wenn Du ein Drittel und dann noch ein Viertel von beiden Ge- 
‘ [schlechtern 

aller der Rinder addierst von schwärzlich bräunlichem Schimmer. 

Willst Du die Zahl erfahren. der schwarzen Kühe, Du weißt sie, 

wenn Du ein Fünftel und dann noch ein Viertel von beiden Ge- 
[schlechtern 

aller der Rinder addierst, die scheckige Farbe besitzen. 

Willst Du ergründen die Zahl der scheckigen Kühe, Du weißt sie, 

wenn Du ein Fünftel und dann noch ein Sechstel von beiden Ge- 
[schlechtern 

aller der Rinder addierst, die gelbliche Farbe besitzen. 

Willst Du erforschen die Zahl der gelben Kühe, Du weißt sie, 


wenn Du ein Sechstel und dann noch ein Siebtel von beiden Ge- S 


[schlechtern 

aller der Rinder addierst, die weißliche Farbe besitzen. 
Freund, nun sag mir sogleich die Zahl der Rinder des Gottes, 
nicht nur die Zahl der Stiere für sich, die Zahl auch der Kühe! 
Nennst Du sie mir, so weißt Du Bescheid in den Künsten der Zahlen. 
Doch zu den Weisen, mein Freund, kannst Du Dich drum noch 
[nicht zählen. 


D-1:O.B. I ArN OS 


1. DIE AUFGABE x+y =a, x — y =b [ARITHM. 1. 1]. 


Eine gegebene Zahl ist in zwei Summanden zu zerlegen, deren, 
Differenz gegeben ist. | N 
Es sei die gegebene Zahl 100, die Differenz 40. Die Summanden 
sind zu finden 
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Es sei die kleinere Zahl x. Die größere Zahl ist dann x + 40. 
Die Summe beider Zahlen ist 2x + 40. Gegeben ist die Zahl 100. 
Es ist also 100 = 2x + 40. Ich nehme von 100, 40 weg und von 
2x + 40 in gleicher Weise 40. Es bleibt, daß 2x gleich 60 ist. 
Es ist also x gleich 30. 

Zurück zum Ansatz! Es wird die kleinere Zahl 30, die größere 
70 sein. Damit ist die Lösung der Aufgabe geklärt. 


9. DIE AUFGABE . — c [ARITHM. I. 8]. 
X 


Zwei Zahlen sind gegeben. Es ist zu beiden Zahlen eine solche 
Zahl hinzuzufügen, daß das Verhältnis der entstehenden Summen 
einen gegebenen. Wert erhält. 

Es ist natürlich erforderlich, daß dieser gegebene Wert kleiner 
ist als das Verhältnis der gegebenen Zahlen. 

Es sei gefordert, den Zahlen 100 und 20 denselben Summandus 
hinzuzufügen, so daß die größere Zahl das Dreifache der kleineren 
wird. 

Es sei zu beiden gegebenen Zahlen die Zahl x hinzugefügt. Wenn 
sie zu 100 hinzugefügt wird, so wird die Summe x + 100 sein. 
Wenn sie zu 20 hinzugefügt wird, so wird die Summe x + 20 sein. 
Es soll nun die größere Zahl das Dreifache der kleineren Zahl sein. 
Das Dreifache der kleineren Zahl ist also der größeren Zahl gleich. 
Das Dreifache der kleineren Zahl ist aber 3x + 60. Dieses soll 
gleich x + 100 sein. 

Von Gleichem werde Gleiches subtrahiert. Es verbleibt 2x = 40, 
und es wird x =20. 

Zurück zum Ansatz! Ich bestimmte, daß die hinzuzufügende 
Zahl x sei, sie ist 20. Wenn sie zu 100 addiert wird, ergibt sich 120. 
Wenn sie zu 20 hinzugefügt wird, ergibt sich 40. Es ist dann die 
größere Summe das Dreifache der kleineren Summe. 


3. 


DIE AUFGABE: EINE GEGEBENE QUADRATZAHL ALS 
SUMME ZWEIER QUADRATE DARZUSTELLEN 
[ARITHM. II. 8]. 


Eine gegebene Quadratzahl in die Summe zweier Quadrat- 
zahlen zu zerlegen. 

Es sei gefordert, die Zahl 16 als Summe zweier Quadratzahlen 
- darzustellen. Der erste Summandus werde x? genannt, dann wird 
der zweite 16 — x? sein, und es muß 16 — x? eine Quadratzahl sein. 
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Ich bilde das Quadrat aus der Differenz eines beliebigen ganz- 
zahligen Vielfachen von x und der Zahl. 4, nämlich der Quadrat- 
wurzel aus 16, also z. B. aus 2x — 4. Das Quadrat ist 

4x? + 16 — 16x. 


Diese Zahl soll den Wert 16 — x? haben. Es werde beiderseits 
16x + x? addiert und 16 subtrahiert. Dann entsteht die Gleichung 
5x2 2 16x, und es wird x — 2. = 


5 


Dann ist das eine Quadrat °>#, das andere 1.*, und die Summe 


der beiden Quadrate ist 12 —=16. Jeder Summandus ist ein 
Quadrat. 


4. 
2 en | 
DIE AUFGABE A — e [ARITHM. II. 19]. 
ya | 


Drei Quadratzahlen zu finden, die die Eigenschaft haben, dal 
die Differenz der größten und mittleren zur Differenz der mittlerer 
nnd kleinsten Quadratzahl ein gegebenes Verhältnis hat.“ 

Dieses gegebene Verhältnis möge 3 sein. 

Es sei die kleinste Quadratzahl x’, die mittlere x + 2x +1 
Dann ist die größte Quadratzahl x? +8x + 4. Es muß alsı 
x? 1 8x +44 eine Quadratzahl sein. 

Ich forme nun ein Quadrat aus x + &, um eine Summe zu ge 
winnen, die x? als Summanden enthält. Bildet man nun da 
Quadrat x? + 23x + a°, so soll dies so beschaffen sein, daß 2a < [6 
aber a? > 4ist. Es werde also a = 3 gewählt. Dann ist die größt 
Quadratzahl x? + 6x + 9-— x2?18x +4. Es folgt hierau 
EEE = 

Zurück zum Ansatz! Die größte Quadratzahl ist 304, di 
kleinste 61, die mittlere 127. Sie genügen den Forderungen de 
Aufgabe. 


PAPPOS 


Te: 
ix LEHRSATZ DES PAPPOS [SYN. IV. 1]. 


ABC sei ein Dreieck. Über AB und B.C seien. beliebige Paral- 

"lelogramme beschrieben: ABED, BCZH. DE und ZH seien 
- bis zum Schnittpunkt F verlängert. Es werde F mit B verbunden. 
Es wird dann die Summe der Parallelogramme ABED und 7 
BCZH gleich sein 2.0 
dem Parallelo- 
"gramm, das aus den 

Seiten AC und FB 
gebildet ist und 
zwar unter dem 
“Winkel, der gleich 
ist der Summe der 
Winkel BAC und 
DFB. y 
Eswerde nämlich 
"FB bis K verlän- 
‚gert. Durch A und Fig. 15. 
6 seien die Paral- 
| lelen AL und CM zu FK gezogen. L werde mit M ver- 
‚ bunden. Da nun ALFB ein Parallelogramm ist, so ist AL 
gleich und parallel FB. In gleicher Weise ist auch M C gleich und 
parallel FB. Also sind auch LM und AC einander gleich und 
parallel. Es ist also ALM Cein Parallelogramm, und zwar besitzt 
es den WinkelLAC=BAC+DFB. Esistnämlich < DFB 
—= XLAB. Da nun das Parallelogramm DA BE dem Paralle- 
logramm LA BF flächengleich ist [Beide Parallelogramme stehen 
nämlich über derselben Basis A B und liegen zwischen denselben 
Parallelen AB, LF], aber auch das Paralleloeoramm LABF 
dem Parallelogramm LAKN gleich ist [Beide Parallelogramme 
stehen nämlich über der Basis L A und liegen zwischen denselben 
' Parallelen LA, FK], so ist auch das Parallelogramm ADEB 
gleich dem Parallelogramm LAKN. Aus den gleichen Gründen 
ist auch das Parallelogramm BHZC gleich dem Parallelogramm 
NKCM. Es ist also die Summe der Parallelogramme DABE 
und BHZC so groß wie das Parallelogramm LACM, d. h. wie 


Re 
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das Parallelogramm, dessen Seiten so groß sind wie A C und F B 
und dessen Winkel LAC=BAC+BFD ist. 

Dieser Satz ist viel allgemeiner als derjenige, der in den Ele- 
menten über die Summe der Quadrate über den Katheten eines 
rechtwinkligen, Dreiecks bewiesen wird. 


2. 
iSOPERIMETRISCHES PROBLEM [SYN. V, 11 u.18j. 


Unter umfangsgleichen Dreiecken von gleicher Grundlinie ist 


das gleichschenklige Dreieck das größte und das gleichschenkligere 
das größere. . 
Über der Basis BC seien umfangsgleiche Dreiecke konstruiert, 


und zwar sei A B © gleichschenklig und B D € gleichschenkliger als 


BEC[d.h BD-DC<BE- EC]. 
Ich behaupte, daß ABC den größten, 
Flächeninhalt und BDC einen größeren 
Flächeninhalt besitzt als BEC. 

Es möge B A verlängert werden, und 
zwar si AZ =CA. Es mögeZ mit D 
und D mit A verbunden werden. Da nun 
DEI D:BT>SSBZ Bor sr auen 
ZD+-DB>BA-+AC,dajaAC=AZ 
ist. Esist aber BA+AC=BD + DC. 
Es ist. also ZD+- DB = BD DC 
Wenn nun von beiden Seiten der Un- 
gleichung BD abgezogen wird, so folgt 
ZD>DC Esistnun ZA=(CA, AD=AD und ZD> DE. 
Daher ist £ ZAD> <X<DAC und somit {ZAC>2<DAC. 


Fig. 16, 


Es ist aber X ZAC =2. X ACB, da ja das Dreieck ABC1I 
gleichschenklig ist. Also st <{ACB> X:DAC. Es werde 
nun <UOAH dem Winkel ACB gleich gemacht. Es ist daher ° 
AH parallel BC, weil die Wechselwinkel gleich sind. Wenn nun 
CD bis H verlängert und BH gezogen wird, so ist klar, daß 
das Dreieck ABC größer ist als das Dreieck BDC. Es ist 


nämlich das Dreieck BAC dem Dreieck BHC flächengleich..... 


..wir werden zeigen, daß unter umfangsgleichen Vielecken 
von gleicher Seitenzahl dasjenige das größte ist, welches gleiche 


Seiten und gleiche Winkel hat. 


Es sei nämlich das Vieleck ABCDE unter allen den Vielecken, 
die ebensoviele Seiten haben und umfangsgleich sind, das größte. 
Ich behaupte, daß die Seiten des Vielecks unter einander gleich 


# 


a 2 Sa a > 
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sind. Angenommen es sei nicht der Fall, sondern es seien, wenn es 
möglich ist, AB und BC ungleich. Es werde A mit © verbunden. 
Es werde über AC als Basis das gleichschenklige Dreieck AZ C 
so errichtet, dß AZ + ZC =AB + BCist. Da nun bewiesen 
wurde, daß unter umfangsgleichen Drei- 1 
 ecken von gleicher Grundlinie das | 
gleichschenklige Dreieck das größte 
ist, so ist also das Dreieck AZC 
größer als das Dreieck ABC. Fügt 
man beiderseits das Viereck ACDE 
hinzu, so ergibt sich, daß die Fläche E£ 
ZCDEA größer ist, als die Fläche 
 ABCDE, die doch unter den um- 
fangsgleichen Vielecken von gleicher D 

Seitenzahl die größte sein sollte. Dies Fig. 17. 

ist aber unmöglich. Es hat also das 

Vieleck ABCDE lauter gleiche Seiten, und es ist auch klar, daß 
das gleichseitigere Vieleck auch größer ist. Denn es ist ja auch 
immer das gleichschenkligere Dreieck das größere. Ich behaupte 
also auch, daß das Vieleck ABCDE gleiche Winkel hat..... 


Z 


2,1 5. 0:M E/D-ES 


DIE ERDMESSUNG DES ERATOSTHENES 
[Kreistheorie I. 10]. 


Unsere erste Voraussetzung ist, daß Syene und Alexandria unter 
dem gleichen Himmels-Meridian liegen. Die zweite Voraussetzung 
ist, daß die Entfernung dieser Städte 5000 Stadien ist. Drittens 
sei vorausgesetzt, daß die Sonnenstrahlen, die die Sonne zu den 
verschiedenen Punkten der Erde entsendet, einander parallel 
seien. Die Geometer setzen nämlich voraus, daß dies so ist. Vier- 
tens soll der in der Geometrie bewiesene Satz als bekannt voraus- 

gesetzt werden, daß Wechselwinkel an Parallelen einander gleich 
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sind. Fünftens sei vorausgesetzt, daß zu gleichen Zentriwinkeln 
ähnliche Bögen gehören, das heißt, daß die zu gleichen Zentri- 
winkeln gehörigen Bögen zu den Kreisperipherien, zu denen sie 
gehören, das gleiche Verhältnis haben. Denn auch dies wird von 
Geometern bewiesen. Wenn also z. B. mehrere Bögen über gleichen 
Peripheriewinkeln konstruiert sind und einer derselben der zehnte 
Teil der Kreisperipherie ist, zu der er gehört, so ist auch jeder. 
der. anderen Kreisbögen der zehnte Teil der Kreisperipherie, zu ı 
der‘ er gehört. 

Wenn man diese Voraussetzungen beherrscht, so wird man un- 
schwer die Methode des Eratosthenes verstehen, die folgender- 
maßen beschaffen ist. Man sagt, daß Syene und Alexandria unter 
dem gleichen Himmels- Med liegen. Da nun die Himmels- 
Meridiane Hauptkreise der Himmelskugel sind, so müssen not- 
wendiger Weise auch die unter diesen liegenden Erdmeridiane 
Hauptkreise der Erde sein. Wenn also die Methode nachweisen 
wird, daß der Kreisbogen zwischen Syene und Alexandria ein 
gewisser Teil des Erdmeridians ist, so ist damit der Umfang der ; 
Erde bestimmt. Es heißt nun — und es ist wirklich so —, daß ° 
Syene unter dem nördlichen Wendekreis liegt. Wenn nun die 
Sonne im Zeichen des Krebses steht und ihre sommerliche Wende 
hat und dabei im höchsten Punkte ihrer Bahn steht, so werden die ° 
Zeiger der Sonnenuhren notwendiger Weise schattenlos sein, weil 
die Sonne genau senkrecht über ihnen steht. Und es heißt, daß 
dies auf 300 Stadien im Umkreis geschieht. In Alexandria aber 
werfen zu gleicher Stunde die Zeiger der Sonnenuhren ihren Schat- 
ten, weil diese Stadt mehr nördlich als Syene liegt. Da nun aber 
diese Städte auf demselben Meridian — einem Hauptkreise der 
Erde — liegen, so wird, wenn wir die Spitze des Schattens der 
Zeigers der in Alexandria aufgestellten Sonnenuhr mit dem Fuß- 
punkt des Zeigers verbinden, dieser Bogen ein Teil des Haupt- 
kreises der Höhlung der Uhr sein. 

Wenn man nun die Zeiger der Uhr in das Innere ar Erde hinein 
verlängert, so werden diese Geraden einander im Mittelpunkt der 
Erde schneiden. Da nun die Uhr in Syene senkrecht unter der 
Sonne liegt, so wird, wenn wir die Spitze des Zeigers der Uhr mit 
der Sonne verbinden, diese Gerade durch den Erdmittelpunkt ° 
gehen. Wenn wir nun eine andere Gerade gezogen denken, die den 
Endpunkt des Schattens des Zeigers der in Alexandria aufgestellten 
Uhr mit der Sonne verbindet, so wird diese zu der vorher erwähnten 
Geraden parallel sein. Denn die beiden Geraden sind Strahlen, 
die von der Sonne auf verschiedene Punkte der Erde fallen. Diese 
beiden parallelen Geraden werden nun von dem Radius der Erde 
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geschnitten, der nach der in Alexandria aufgestellten Uhr geht 


Daher sind die entstehenden Wechselwinkel gleich. Von diesen ist 
der eine derjenige, den die beiden Erdradien miteinander bilden, 


welche die Uhren mit dem Mittelpunkt der Erde verbinden. Der 


andere Wechselwinkel ist 
‚derjenige Winkel, der ge- 
bildet wird von dem Zeiger 
der in Alexandrien aufge- 
stellten Sonnenuhr und 
der geraden Linie, die den 
Endpunkt des _Zeiger- 
schattens über die Spitze 
des Zeigers hinweg mit 
der Sonne verbindet. Zu 
diesem Winkel als Zentri- 
winkel gehört als Bogen 
derjenige, der ‚den End- 
punkt des Schattens des Fie. 18. 

Zeigers mit dem Fußpunkt 

des Zeigers verbindet. Der im Mittelpunkt der Erde gelegene Winkel 
dagegen gehört als Zentriwinkel zu dem Bogen, der Syene mit 
Alexandria verbindet. Die beiden genannten Bogen sind also ein- 
ander ähnlich, da sie zu gleichen Zentriwinkeln gehören. Das Ver- 
hältnis, das also der in der Höhlung der Sonnenuhr gelegene 
Bogen zu dem Hauptkreis der Höhlung hat, hat also auch der 
Syene und Alexandria verbindende Bogen zum Hauptkreis der 
Erde. Es stellt sich nun heraus, daß der in der Höhlung der Sonnen- 
uhr gelegene Bogen der 50. Teil des Hauptkreises ist. Es muß also 
notwendiger Weise der Bogen, der Syene und Alexandria verbindet 
der 50te Teil des Hauptkreises der Erde sein. Die Entfernung 
zwischen Syene und Alexandria beträgt nun 5000 Stadien. Der 
Hauptkreis der Erde ist also 250000 Stadien. Dieses ist die 
Methode des Eratosthenes. 

Es werden nun auch am Tage der Wintersonnenwende Uhren in 
beiden Städten aufgestellt. Die Zeiger beider Uhren werfen Schatten. 
Der Schatten des Zeigers in Alexandria ist nun notwendiger Weise 
größer als der Schatten des Zeigers in Syene, da Alexandria weiter 
vom südlichen Wendekreis entfernt liegt. Wenn man nun die 
Differenz der beiden Schattenlängen ermittelt, so findet man, dab 


‚auch diese der 50te Teil des Hauptkreises der Höhlung der Sonnen- 


uhr ist. Und auch daraus ist ersichtlich, daß der Hauptkreis der 
Erde 250000 Stadien lang ist. 
Es wird nun der Durchmesser der Erde etwa 80000 Stadien sein, 


”y 
Y Tee); 
u 
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nämlich etwas kleiner als der dritte Teil des Hauptkreises. Die- 
jenigen, die nun sagen, daß die Erde nicht kugelförmig sein könne, 
weil doch die Vertiefungen der Meere und die Erhebungen der 
Berge vorhanden seien, urteilen ganz unvernünftig. Denn es ist 
weder die Höhe der Berge noch die Tiefe des Meeres größer als 
15 Stadien. 30 Stadien aber haben zu einer Entfernung von mehr 
als 80000 Stadien ein Verhältnis, das verschwindend klein ist. 
Die Verhältnisse liegen ähnlich, als ob sich auf einer Kugel etwas 
Staub befände. Die Erhebungen auf den kugelförmigen Frucht- 
ständen der Platanen verhindern ja auch nicht, daß sie kugelförmig 
sind, und doch haben sie zur ganzen Kugel ein viel größeres Ver- 
hältnis als die Vertiefungen des Meeres und die Erhebungen der 
Berge zur ganzen Erdkugel. 
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